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Esercizio 1.
Sia X7, ..., X, un c.c. estratto da Poisson di parametro A. Trovare il test

piu potente di ampiezza « per Hp : A = Ao contro Hy : A = A1 con Ay < Aj.
Come cambia il test nel nel caso A\g > A1?

Il test piu potente di ampiezza « é : A(x1,x2,..) = 01 < k*
s /\(fie‘*"%izl(o,l,“)(wi) . (}\0>Z?:1 Zi -
[T )‘31%@7’\1711.!1(0,1,..)(1%)

passando al logaritmo otteniamo:

Az1,x9,..) =

o) —
l — i < logk* Ao — A
0g <)\1);:1x < logk™ + n(Ao 1)

z":xi . logk* 4+ nlog(Ao — A1)
=1

log (:\\—?)

dacul Y iz > K.

Allora la regione critica per \g < A\; & C* = {z1,22,..: Y ;" x; > K}
Il test pitt potente di ampiezza o ¢&: si rifiuti Hy <= > ;| > K/

a = P(rifiutoHy) = P(Z T, >k)=1- P(Z x; < k)
i=1 i=1

poiche Vi, X; ~ Po(X\g) allora > " x; ~ Po(n\g) quindi k" & il quantile
della Po(n\g) di livello 1 — a.

Nel caso in cui A\g > A; si procede in maniera analoga sempre applicando il
lemma di Neyman-Pearson, il test diventera: si rifiuti Hy <= Y ;" < K’
quindi

a=P( " <k)dove k' ¢ il quantile della Po(n)g) di livello a.

Esercizio 2.



Sia X una singola osservazione dalla densita: f(x,0) = ng_ll(ojl)(x),

6>0

1.

Nel verificare Hy : # < 1 in alternativa a H; : # > 1 determinate la

funzione di potenza e I'ampiezza di un test del tipo: si rifiuti Hy se e

solo se X > 1/2.

La funzione di potenza é:

My (0) = P(X > &) = [1 0291191y (2)dz = 1 — (4)°
2

supp>1m(0) = 1/2.

D=

Determinate un test pit potente di ampiezza « per Hy : 6 = 2 in
alternativa a Hy : 0 = 1.
Applichiamo il lemma di Neyman-pearson:

AXy) = %20 = 20 < k

T Oz

Da cui z < k*, dove k* = k/2.

La regione critica ¢ quindi C* = {z : z < k*}.

L’ ampiezza del test e:

o = P(rifiutareHy|Hy) = P(X < k*) = fok* 029~ = (k*)? quindi
k* = /.

Esercizio 3.

Sia X7, ..., X, un campione casuale di ampiezza n estratto da:

F:6) = 6261 g 400y ()

Vedere se esiste un test uniformemente piti potente di ampiezza « per veri-

ficare

: Hy:0<1contro Hi : 0 >1

Osserviamo che le variabili sono delle I'(2, ). Inoltre la densita apparti-
ne alla famiglia esponenziale, dove: a(f) = 6%,b(z) = 1 (g 1o0) (), c(0) = —0
funzione decrescente in 0 e d(z) = =.
Allora T = """ | X; ¢ la statistica.

T

o

=> ", X; ~T(2n,0), allora:

— P(T<k*)=P(X", Xi <k*).

Allora la regione critica del test uniformemente piu potente é:



C={(x1,..,zp) : T < k*}
con k* che verifica la relazione precedente, ovvero:

k* 92n  op—1 @z _ okt g2t —
supe<a, Jo remt e tdr = Jo T panyevdy =

Avendo eseguito il cambio di variabili: y = fz. Allora:
= [T (2n,6))(z)dz.
Esercizio 4.

Siano X1, ..., X, ~ f(2,0) = (0 +2)z% con: 0 <z <lef>2
Si vuole testare il test di ipotesi: Hy : 6 < 6y contro Hy : 6 > 6. Trovare il
test uniformemente piu potente di ampiezza «.
Riscriviamo la funzione di densita:

f(x,0) = (0 +2)z?*! = (6 + 2)el@*t iz quindi appartiene alla famiglia
esponenziale e possiamo applicare il teorema: ¢(f) = 6 + 1 & una funzione
monotona crescente e la statistica da usare ¢ T'=>""" | logX;.

Calcoliamo la distribuzione di Y = —logX.

Fy(y) = P(Y <y) = P(~logX <y) = P(X > e7¥) = [L (0 +2)a?"1dz =
1— e—y(9+2)

fr(y) = d%Fy(y) = (04 2)e ¥ da cui Y ~ Exp(f + 2).
Allora > Yi=—=>""  logX1 ~T'(n,0 + 2).

a= P30 logX; > k|bh) = P(—> i logX; < ki]|0p) = P(3_1, Vi <
kilbo) = Jot Lot gn=1e=(Got2)z gy

I'(n)
Con k1 = —k.

Il test uniformemente piu potente di ampiezza a eé dato dalla regione
critica:
C* = {(z1,...,zp)t.c. Y1 logX; > k} dove k; ¢ il quantile di livello o di
una I'(n, 0y + 2).

Esercizio 5.
Sia X1, ..., X;, un campione casuale dalla distribuzione uniforme sull’ inter-
vallo (0,0). Sia Y(y) := min{X1,..., Xn} e Y, = maz{X1,..., Xn} e sia
a>1.



1. Dimostra che (aY(y),aY(y)) ¢ un intervallo di confidenza per 6.
(Y1,Y,,) € un intervallo di confidenza se Y1 <Y, e P(Y1 < ) =+, con
~ indipendente da #. Abbiamo che:
1—v=P(0# (aY1,aYy)) = P(0 < aYy) + P(0 > aY,) = (1 — )"+
(1), che non dipende da 6.

2. Determinare a tale che il livello di confidenza di questo intervallo sia
massimo.
Dobbiamo trovare il minimo della funzione:
fla)=Q0-"+ Q)"
Abbiamo che f(1) =1 e limg—400f(a) = 1 & un unico punto critico,
che € un minimo, che otteniamo calcolando la sua derivata:
7(a) = 2rla— 1) — 1]
che € nulla in a = 2 dove la funzione vale:
f(2) =270
Dunque il valore ottimale per a € 2 e corrisponde ad un livello di
confidenza y = 1 — 21,



